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研究成果の概要：二つのラグランジュ曲面の商を用いて, 複素ユークリッド平面内のラグラン
ジュ曲面の商が定義できる場合に, 分母にあらわれるラグランジュ曲面を分類した. ハミルト
ン的極小ラグランジュ曲面の場合に具体的な公式を得て, それを用いてハミルトン的極小ラグ
ランジュ曲面の構成をおこなった. ここで用いた技術を拡張して, 四次元ユークリッド空間内
の超共形曲面と四次元複素ユークリッド空間内複素正則零曲線の明示的な対応を得た. 
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１．研究開始当初の背景 
四元数を用いた曲面の理論の定式化につい
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球面とその上のリーマン計量の組で, リー
マン計量が標準球面のリーマン計量と共形
的である球面を, 共形球面という. 最後に
あげた論文で, 四次元共形球面内の曲面は
複素正則関数もしくは複素有理型関数の類
似物とみなせることが, すでに知られてい
た. そこで, 複素正則関数の類似物として
の曲面の研究をすすめることを考えた. 研
究を開始したころは研究手法が整備されて
おらず、研究対象とする曲面も、上の文献で
は, 四次元共形球面内のウィルモア曲面が
主であった.ウィルモア曲面とは, 四次元共
形球面内の曲面の共形普遍なエネルギーに
ついての汎関数の臨界曲面である. 
 
２．研究の目的 
新しい観点を導入して、研究分野を新しく作
ることが目的である. 新しい観点として, 
曲面と複素正則関数の類似を採用し, 一般
の曲面の, 複素正則関数との類似性質を明
らかにする. そのために, 曲面のなかでよ
り複素正則関数と類似していると思われる, 
複素ユークリッド平面内のラグランジュ曲
面の, 正則関数との類似性質を明らかにす
る. ラグランジュ曲面とは, 接平面に複素
ユークリッド平面のケーラー構造を制限す
ると零になるような曲面である. これをも
とに, 将来の四次元共形球面内のウィルモ
ア曲面の研究につなげる. 
  
３．研究の方法 
曲面の共形幾何学の四元数を用いた定式化
を用いる. リーマン面から複素ユークリッ
ド平面への写像は, 複素ユークリッド平面
内の曲面はリーマン面上の四元数的自明直
線束の切断とみなせる. 四元数的自明直線
束の四元数的線形な自己同型束の切断で, 
二回作用させると恒等切断を-1 倍したもの
を固定する. これを複素構造として, 四元
数的自明直線束の正則構造を定義して, そ
の正則構造に関して正則な切断が, 共形曲
面となる. 同じ複素構造に関して正則な曲
面の集合は四元数的ベクトル空間になる. 
さらに商が, 一般的には別な複素構造に関
する正則切断, すなわち曲面となる. 以上
のことが Pedit と Pinkall による 1998 年の
論文で示されている. 複素構造が定数切断
であるときが複素正則写像となる場合で, 
一般には複素構造はリーマン面から二次元
球面への写像とみなされる. 複素正則写像
である場合と一般の曲面の場合の中間の位
置にあるものとして, 複素構造が,リーマン
面から二次元球面の大円への写像になる場
合がある. これが曲面がラグランジュ曲面
である場合である. 商はラグランジュ曲面
には必ずしもならないが, 商を具体的に計
算することによって, ラグランジュ曲面に
なる場合に分母がみたす方程式を求めるこ
とができ, これを解析することが可能にな
る.  
 以上は四元数値関数の商を考える場合で
あるが, 同様に四元数値一次微分形式の商
を考えることができる. これは, リーマン
面上の四元数化した余接空間の二つの切断
の間の変換関数を考えることに対応する. 
二つの四元数値一次微分形式がそれぞれ同
じ複素構造に関する二つの曲面の微分であ
るとき, 変換関数は, 曲面の複素構造を-1
倍した複素構造に関する曲面となる. これ
は極小曲面のワイエルシュトラス表現公式
の, 一般の曲面への拡張の, 特殊な場合と
なっている. 極小曲面は, 面積汎関数の臨
界曲面となっている曲面である. 極小曲面
の複素構造の-1 倍は超共形曲面の複素構造
となるので, これを用いて極小曲面と超共
形曲面の対応を調べることができる. 超共
形曲面とは, 共形曲面で, 曲率楕円が円と
なる曲面のことであり, ウィルモア・エネル
ギーが零になる曲面として特徴づけられる. 
  
４．研究成果 
二つのラグランジュ曲面の商を用いて, 複
素ユークリッド平面内のラグランジュ曲面
の商が定義できる場合に, 分母にあらわれ
るラグランジュ曲面を分類した. ハミルト
ン的極小ラグランジュ曲面の場合に具体的
な公式を得て, それを用いてハミルトン的
  
 
極小ラグランジュ曲面の構成をおこなった. 
ハミルトン的極小なラグランジュ曲面とは, 
ラグランジュ曲面で, 変形ベクトル場がハ
ミルトン的ベクトル場となるような任意の
変形にたいして面積汎関数の臨界曲面とな
る曲面である. ここで用いた技術を拡張し
て, 四次元ユークリッド空間内の超共形曲
面と四次元複素ユークリッド空間内複素正
則零曲線の大域的で明示的な対応を得た.  
四元数を用いた定式化は可積分系との関連
と関数論との関連の二面ある. 現在は可積
分系と関連の研究に研究者が集中していて, 
ウィルモア曲面が研究され, ウィルモア・エ
ネルギーが最小な輪環面はクリフォード輪
環面であるというウィルモア予想に関する
研究が活発になされている. 本研究は関数
論との関連としては最近の唯一の進展とい
える. ラグランジュ曲面の商についての研
究の過程で, 極小曲面の商は極小曲面の商
にはならないことが判明し, 曲面の商で, 
曲面の幾何学的性質を保つものは限定され
ることが分かった. したがって曲面の商が
もとの曲面とことなる性質をもつ場合が興
味深いことになるが, その例として, 超共
形曲面と極小曲面をあげることに成功した. 
超共形曲面と複素正則零曲線は次の論文で
同時期に同じ結果が得られている.  
 
・ M. Dajczer and R. Tojeiro, ‘All 
superconformal surfaces in R4 in terms of 
minimal surfaces’, Math. Z. (4) 261 
(2009). 
 
この論文では, 四元数を用いた定式化は使
っていない. その結果, より長い証明を必
要としていて, 結果として, 四元数を用い
た定式化の優秀さをはかる比較対象となっ
ている.  
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